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ADJUNGÁLT RENDSZEREK ELEMEIBŐL 
VANNAK COMPONÜVA. 
HUNYADY JE Ő 
LEV. 'fAOTÓT„ 
(Előadta a III. osztály ülésén 1880. október  18-án.) 
BUDAPEST, 1880. 
A 1>I. TUD. AKA J~;1 A KÖNYVKIADÓ-HIVATALA. 
Az Akadémia l l et~ e . 
Budapest, 1880. Az Athenaeum r. tays. köuyrnyomdaja. 
Tételek azon determinánsokröl, melyek ele-
mei adjungált rendszerek ele e ől vannak 
componálva. 
Angol mathematikusok componált, vagy összetet deter· 
minánsnak (compound determinant) átalában az olyant neve-
zik, melyeknek egyes elemei szintén determinánsok. 
E sorokban a componált determinánsoknak egyik külö-
nös, eddig még  meg nem vizs,qált nemével foglalkozunk, mely 
azon determinánsokat karolja fel, melyeknek elemei két adjun-
gált rendszer ele e ől vannak componálva. Indítványozom 
hogy ezen determinánsokat kevert adjungdlt dete1·1ninánsoknak 
nevezzük. 
1. H a a„y az axy elem együthatója az 
a11 .•••• Cl1n 
A= 
ant •.••• ann 
determinánshan, akkor Cauchy1) szerint az 
rendszert az a rendszer adjtmgált rendszerének nevezzük. Az 
') Sur le Nombre des Valeurs qn'une fonetion peut acquérir, lors-
qn'on y permute de toutes les maniéres possibles les quant.ités quele 
renferme. Joum. d. l'éc. polyt. 17. Ca!t. 64. 1. 
M. TUD. AK, t;RT, Á MATH, TUD. KÖR~: „ 1880,vn K, 19. sz. 1 * 
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adjungált rendszer determinánsának értékét Oauchy1) hatá-
rozta meg, az ugyanazon rendszer minoraira vonatkozó tétel 
pedig Jacobitól2) ered. 
Az 1, 2, .. n számsorból m l ő számot 
~ le e  lehet kiválasztani. Jelöljük ezen combonátiókat egé-
szen. tet őle e e  1, 2, .. µ azállokkal; ha p . az ?'1, T2, ••• r,._ 
és 's1, s2, .. s„, combinátiókn.ak az· x és y el ő  felelnek 
nieg, akkor legyen az A c1etei'minánsnak vet e "ő m-ed fokú-
partiális determinánsa : 
C.ry együthatója pedig az A cleterminánsban (mely n-m-ed 
fokú) .Jegyen /':ry, ekkor a vet e ő determináns-rendszereket:· 
és 
Cn C22 • • • • • • C1,t 
C21 C22 • • • • • · • • C2{t 
Y11 Y12· •••. • ·/'J{I 
Y21 Y22 • · • • • · • 1'2,11 
Y/11 n12····-Yµ,u 
szintén arljungálta,lrnak 11evezhetjük.3) Az ezen adjungált rend-
e e ől meghatúrozot 'fi-dik fokú determinánsok sokszoro-
zatát szintén Cauchy 4') határozta meg. Ezen vizsgálatok végre 
')Az i. h. 82. 1. (36) alati egyenlet. 
2).De forn:mt.ione-et propriet.atibns cleterminantium. Crele Journal 
2 2. köt. 11. czik. 
3) Lásd Baltzer : · Theorie uncl A.nwendnug der Determi,nanten 
 mnnká,iában (3. kiadás) 6. §. R-dik czikkét. 
') Az i. h. 102. 1. (58) alati egyenlet. 
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Franke 1) úréival érték el befejezésüket, ki az elő  említet 
~1- l  fokú determinánsokat egyenként, valamint minorainak 
értékét határozta meg. 
2. Átérve a kevert adjungált determinánsok megvizsgá-
lására, azt az egyszerü adjungált Í·endszerek tekintetbe vételé-
vel kezdjük meg. Ezen számban nevezetesen azon kevert adjun-
gált determináns értékét fogjuk meghatározni, mely az A deter-
minánsból úgy ered, hogy annak t et őle e  p sorát (p < n) 
. ai,i adjungált rendszer tet őle e  p sorával pótoljuk. 
Legyenek/; g, ... és i, k, .. -.az 1, 2,· . ;.n számoknak 
tet őle e  p-kénti combinátiói, valamint r, s,. ~ .. és i, v, .. . 
a Mtramaradt n-p-kénti combinátiók, úgy hogy f, g, ... ?', s, 
és i, k, ... u, v, .. az 1, 2, .. n számoknak tet őle e  per-
mutátióit j elentik, végre pedig értsük é és é' alat majd a posi-
tiv, majd a negatív egységet, a miként az f, g, ... 1·, s, ... és 
i, k, ... u, v, ... permutátiók az 1, 2, .. n permutátióval vagy 
ugyanazon vagy pedig l ő osztályba tartoznak, akkor ha 
Ct11, • , , •• , , , •• Ct1„ 
Ctn1.. . • . .. ann 
úgy ezen és az elő  szám jelölése szerint. 
ar, ar, ... : . . . . . ar„ 
a91 a92 •••••••••.•• a9„ 
ar1  ar2 . . : . • • • . . ~ . . a,.n 
as1 as2 • . . .• 1 • • -• • • • asn 
=A' 
') Über Determinenten aus Unterdeterminanten. Borchardt Jour 
nal 61. köt. 359-355. 11. 
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(til Cti2 • • • • • . • • • • • a,„ 
Ukt Ctk2. • • • • • • • • • • akn 
E'A' = 
Uut Ctu2 • • . • • • • • • • a,,11 
«v1 a.2 ...... a.„ 
Ha tehát EA-ban az el ő p sort E'A' el ő p sorával pó-
toljuk és az ily ként származtatot determin[tnst 1lt: ·.-val je-
löljük, akkor: 
cta tt12 •••••.•••• ain 
akl ak2• ••.•••••••• akn 
art ltr2• •••••.•.•.• ln1 ' ... (1) 
a.1 a.2 ..•..... a,„ 
mely determináns értékének meghatározására sokszorozzuk azt 
a vet e ő determinánssal : 
ltil l/.i2 • • • · • • • • • • • <.li·n 
Ctkl ak2 • • • • • • · • • • • ltkn 
;;'A= 
Clu! a„2 ... • • • • · luu. ' ... (2) 
a.1 ltv2 •••••••••••• ltcn 
mely sokszorozás eredménye a vet e ő egyenletek tekintetbe 
vétele : 
ltx1Cty1+a„2ay2+ .••.. +ctxn Cty = o} „ „ (3) 
axi Ct.c1 +a„2«,,2+ ..•. +a"" a,.,. =A 
és a vet e ő jelölés használata melet : 
axi lty1 +a.,2 ay2 + ... +a„„ a,„ = d.cy = d.cy •.• ( 4) 
ez lesz : 
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A o. „. „o„ .. o 
o A „. „o. „, .. o
dr·; drk. , • . d,.„ clrv • · 
d,; dsk • • • • d,„ cl„ ... 
= AP 
dru cl, •... 
d,u dsv •. • • 
a honnét végre következik, hogy : 
dm drv • • • • 
dsu dsv • • • · Afy. ·· = é 'A'"-1 pik.„ •• (5) 
7 
mely eredményt, ha meggondoljuk, hogy a jobb oldalon elő
duló cletermin[Lns dr• d9k •••• -nak együthatója éé' A 2-ban, a 
vet e ő t~tel e  mondhatjuk ki : 
Afg . „ »Az pik.. detei·ininúns egyenlü éA.1•-1 wkszo1·ozva 
dr; d9k ••• -ncik együthatójcíval l>é'A 2-ben.« 
Példa. Legyen 
Ctu a12 et1a au a15 
lt21 a22 a2a au a25 A= (t31 aa2 Cl33 lt34 Cl35 
ct41 <t42 lt43 a44 a4s 
a51 Ct52 asa l ~ (t55 
e11nek a<ljungált rendszere pedig; 
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CC11 • • • • • • • • •, CC15 
A= 
és cseréljük fel A-ban az 1. 3. és 5. sort A'-nak 2. 4. 5. sorá-
val, úgy, hogy 
U21 CC22 CC23 lt24 lt25 
Ct41 lt42 lt43 Ct44 a45 A'„ • a51 CC52 CC53 lt54 Ct55 • 
a21 a22 a2a a24 a25 
lt41 a42 a4a ao lt45 
akkor az elő  levezetet tétel értelmében 
a hol 
A'"" - A21 d21 
3 "" -- d41 
d21 = a21a11 +a22ct12+a23a1a+a24Ct14 +a25l111 
d2a = a21cta1 +a22aa2+ a2aaaa+auaa4 +a2saa11 
d41 = a,1an +a42a12+a4aa1a+ci44a14 +a45a15 
d43 = Cl41 Cl31 + rt42Ct32 + Cl43l33 + lt44Ct34 + Cl45ft35 
3. Az elő e  hasonló módon Lat[Lrozhatjuk meg 
ctr1 a12 • • . • • . . • • arn 
Ct91 Ct92 • , • • • • • • Ct9n 
au1 lu2 .•••••••• aun 
Cto1 Clv2 • • • • • • • • l1·11 
determináns értékét., ha azt a vet e ővel sokszorozzuk. 
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<tr1 ltf2 .••••••••• arn 
ag1 a92 ••••••• • • a9n 
EÁ- ' • • , .. (6) a,1 a,2. . . •..• arn 
as1 as2 ••..•.• a,n 
a sokszorozás eredménye ez lesz : 
A o. „ „o„ .. o 
o A .. o„. „ o 
iAik„.„ A= pfg.. d .7 d  d fu <igu • • ru s u • • • 
dr• d9, • • • cl„ ds• . . . 
d,„ d,„ ... 
A dro d„ • •. • • = , 
és innét 
d,„ d •... 1 
eA•k.„. = .d_p-1. \ d,-~ d„ . . . . . (7) pfg„„ . . •.. 
9 
Az (5) és (7) alati egyenletek összehasonlításából, ha 
még u.' = A.-val tesszük, végre a vet e ő nevezetes egyenle-
tet nymjük : 
Aik.„ = J. Afg „ . pfl „ p rk„„ „, „ „ (8) 
a mely egyenletben }. vagy a pos'tiv, vagy pedig a negatív egy-
séget jelenti, amiként az 1, 2, ... n számsornak f, ,rJ, •••• 1·, s, 
.. és i, J.·, •. u, v, .. perruutátiói vagy ugyanazon, vagy pedig 
l ő osztályba tartoznak. 
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4. Az (1) és (6) alati egyenleteket egymással sokszo-
rozva, a ( 4) alati és a vet e ő jelölések használata melet : 
C(r:i ay1+ax2Uy2+ ..• +ax„ ay„=Oxy=Oyx• .. (9) 
találjuk, hogy: 
Afg.„ . A•k .. = pik .. pfg .. . 
az az 
or; 090 .•.•• o ... oofk o9k ••••• o .••• o 
0 
o  o ..••. a,. a • 
d,.„ d,„ . · / iJ·, 09, ••• ! 






Ha továbbá ezen egyenletben még a (8) alatira vagyunk 
tekintetel, akkor azt még a vet e ő alakban írhatjuk: 
cl,.„ cl,„ .. 
( A•k„. )2 = A. cl,. d, •. p/g. . • • • 
1 1 • 
o, o9, ••• 
ork ork . (11) 
5. Válasszunk ki az A rendszerböl p sort az A' r endszer-
böl pedig q sort, legyenek ezek az el ő rendszer j, g, .. és a 
második rendszer 1·, s,. . sorai, a hol az f, g,. . és 1·, s, . szá-
mok egészen tet őle e e , úgy, hogy e két számsorban egy 
vagy több pár e e lő is,lehet, mint p. lehetne 1· .f, stb. p és q 
legyenek a vet e ő megszorításnak alávetve: 
p+q<n 
akkor nyerünk egy kevert adjungált rendszert, mely az a ele-
meknek p sorát és az a elemeknek q sorát tartalmazza, az osz-
lopok száma pedig 111 azért az elő  feltételnél fogva ezen 
e d ~e ) 
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p+q-dik fokú determinánst képezhetünk, melyek közül egynek 
az értékét meg fogjuk határozni. 
Határozzuk meg tehát a vet e ő p+q-dik fokú deter-
minánsnak az értékét : 
D= 
a,1 aT2 • • • ctrp+q 
a,1 a,2• • •• a,1,+q 
ar1 ar2 . • • • • cirp +q 
a91 a011 ••• • • a9P+9 
,„. (12) 
mely czélból azt még a vet e ő e  írjuk: 
Uri Ur2 • • • Urq Urq+l · • • • • Urptq Urp+q+l • • • • • Ctru 
a.i a,2 •. ,a,9 a sqtl .•. ,Ctsptq a,1,+q+I • •••• a , „ 
ltf! ar2 .•• cir9 lfqf 1 • •••• ltfptq ltfi+q +1 • ••. a,, 





0 u 0 0 1 0 0 1 0 0 
Ha továbbá az 1, 2, .• n számokból a vet e ő q szá-
mot választjuk  ki : 1·, s, .. a t alevő n-q számot i, k, ... 
j elöljük és é alat vagy a positiv, vagy pedig a  negativ egységet 
értjük, a miként az r, s, .•. i, k, ..•. permutátió az 1, 2, .. n 
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a.-1 a„~ ••• a„q a„q+1 • •••• a„1'+1 a„p+1+1 •••.• a.,. 
lsl a,2 ••• asq Clsq+l ·'-••• Clsp+q Clsp+1+1 •••• a,„ 
a;1 a;2 ••• a;q a;1+1 • •••. a;p+1 ct;li+1 +1 • ••.• a;,. 
au ak2 · •• Clkq Ctk1+1 • • " · • akfit-1 Clkp +P+l • . • . akn 
és ha a (13) alati determinánst ezen determinánssal sokszo-







0. '.' .. 0 
·A .... o 
O„.„ . A 
drs· .•.. 0 






0„ „ „ „ '„.0 
0„„. „„ „.0, 
: : : : r 
0„. „ „. „„0 
drk 
dgk 
Clrptq+l ls11tqtl • • · 
Clrptq+2 Clsptqt2 • • • 
ltiptq+l Clk1>+1+1 
Cliptq+ 2 Ctkptqt2 
és így meg továbbá: 
drk· •• : . · 1 
dgk• ••.. 
Cliptq+l Clkptqtl 
Cliptq+ 2 Clkp-t qt2 
vagy ha inég a jobb oldalon á.ló n-q-dik fokú determinánsnak 
al/1+1+ 1-gyel szorzot p + 1-dik, arp +1+ 2-vel sokszorozot p t 2-clik, 
stb: sOTát az el ő ·sorból, továbbá az ct91'+1t-i-gyel sokszorozot 
p+ 1-dik az a9p+1+ 2-vel sokszorozot p+2-dik stb. sort, annak má-
sodik sorából kivonjuk és így tovább, akkor, miután a ( 4) alati 
egyenl tnél fogva: 
TÉTELEK A DETERMIN ÁNSOKRÓL. 
(7 x·y - [ a„,+q+l lyp +q+1 + .. . . + axn ay„J = 
= axi lyl + ... + lxp+q lyp+q = d'xy=d'yx, .. . (14) 
az elő  e e let ől végre találjuk, hogy: 
d'r• d'rk ...•.•. 
d'gi 





mely egyenletben e e e dő, hogy E a 'positiv, vagy-negatív 
egységet jelenti, a miként r, s, ... 1·, k, ... permutátió az 1, 
2, .. npermutátióval ugyanazon, vagy pedig l ő osz-
tályba tartozik. 
Azon felvételnek, hogy p+q>n, egy olyan kevert adjun-
gált rend zer felel meg, melyben a sorok száma nagyobb az 
l ~ számánál, ha teMt ezen n(p + q) efemböl az 
( ~ ) 
lehetséges n-nedik fokú determinánsokat képezzük, akkor azok 
közül bármelyik is olyan lesz, hogy annak értékét a 2-dik szám 
szerint meghatározhatjuk. 
6. Vizsgálatainkban tovább haladva, azon f'·dik fokú ke-
vert adjungált determinánsokra térünk át, melyek elemei az 1. 
számban értelmezet c„y és Yxy e e ől vannak com-
ponálva. 
Jelöljük a Cxy rendszer determinánsát A„,-mel, a nékie ad-
jungált r xyrendszernek, tehát az A m-nek adjungált determinánsát 
pedig A'n-m·mel, továbbá legyenek .fq .. . és i, k, .. . az 1, 2,. . µ 
számsornak tet őle e  p-kénti combinátiói, r, s .. . és u, v .. . 
a ft- p t alevő számok, végre i; és i;' a positiv, vagy negativ egy-
ség a miként az f, g, .. · '" s, .. és i, k, .. . i, v .. permutátiók 
az 1, 2, . fi pennutátióval vagy ugyanazon vagy pedig külön-






,s'A'u- m = 
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Cf1 Cf2 • • • • • • • • Cfµ 
Cgt Cg2 • , • • , • • , , Cgµ 
Crt Cr2 • • • • • • • • • Crµ 
Cst Cs2. • ••••••• c,µ 
Yil Y;2 • • • • • • • • • Y•µ 
Ykl Yk2 •••• ' ••• Yk,U 
y„1 y„2 ..•..• y„µ 
Yt>l Yv2 ••••• ' •• Yvµ 
.. (16) 
.. (17) 
Jelöljük végre azon kevert adjungált determinánst, mely 
:A,,.- ől ered, ha ennek el ő p sorát a nékie adjungált e'A'„_,. 
determináns el ő p sorával pótoHuk, J :. ~„ ·-val, , hogy: '{ p' „ . 
y;1 7;2 · .••. • ••• y;µ, 
Yh1 /'k2• •• .•••• Yk.1'· 
Dfg . . . = (18) pik„ . 
Cr1 Cr2, •, • • • • • .e,.µ 
Cs! Cs2. , . • •. •. Cs1U 
7. A D(g„. detel'mináns értékét a vet e ő e  hatá-p•h„. 
rozhatjukmeg.Feltéve,hogy m < n-m, mit elérni mindig le-
hetséges, akkor a kitüzöt czél elérésére sokszorozzuk meg a 
' (18) alati determinást a vet e ővel : 
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C;1 C;2 • • • , • , ••• C;,u 
Cu Ck2 • • • • • •••• Ckµ 
C„1 Cu2 • · • • • • • • • Cuµ 
Cvl Cv2 • • • • • • • • • Cvµ 
a sokszorozás eredménye a vet e ő egyenleteknél fogva : 
Cx1Y:rt+Cx2Yx2+ • • • · • +c„,u /'xµ=A}l) •.• (lg) 
C:rtYyt +c„2yy2+ ·•·•+exµ Yxµ= O 
és a vet e ő jelölés használata melet: 
e.ry=c.,.1 Cy,+cx, c9,+ .••. +exµ Cyµ=eyx• . (20) 
ez lesz: A 0 ... o... 0 
O A . „ .o ... o
s' Dfg .. 
P.k ••. A„ = e,1 erk •••• e„u err ••• 
es; esk •••• esu esv ' •• 
e,.„ .•. 
es„ ... 
vagy ha még megjegyezzük, hogy 
A,„=Av,2) 
a hol n-1. n-2 ... m, v = ---·----1. 2 ...•• n-ni 
15 
') Lásd Cauchy az i. h. 100. és 101. 11. 2) Lásd Borchardt Journaljának 61-dik köt.etében 355. 1. a (6) 
alati egyenletet. MegjegyzenclB, hogy ezen képletben esetinknek megfe-
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akkor találjuk, hogy : 
erv .••• 
Dfg .. = pik . . esv ••. . (21) 
A f/L: determinánsnak az • értékét még más alakban 
nyerjük, ha a (18) alati determinánst a vet e ővel sokszo-
rozzuk:_ 
EA'n-m -
Yr1 Yf2 .•••..• ·Yrµ 
Yg1 Yyi • • • • • • • .-Ygµ 
Yr·l Yr2 • • · • • • • • Yrµ 
Ysl Ys2 • • • • • · • • • Ys,u 
a sokszorozás eredménye ez esetben a (19) alati egyenletek 
tekintetbe vételével és a vet e ő jelölés használata melet 
ez lesz: 
E.f E;9, ••• , f.;„ l!;s •••• 
Ek[ l!kg , , . • , l!kr Eb 
EDfg. . A'„_,. = p•k.. 0 
0 
vagy még: 
tDfg .. A'„_,„=Aµ- P p•k . . 
0„ .. A 
0 0 
0 „ .„ 1 
A .. „ 
E;f f.;g • • .' • -.„ 
Ekf Ekg. • • • • 
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vagy ha, még tekintetbe vesszük, hogy 
A'„_,„ = ÁfL-V 
akkor véare Df9• • determináns értékét a vet e ő alakban b p tk„.
nyerjük. 
E;r E;9, • • •• 
D(9·· · = é A v- p , Ekf t:.~  p•k„. • •. (23) 
A· ~ t:: determináns értékét a (21) és (23) alati egyen-
letekben kétféle alakban uyeijük, ezen egyenletek közül vagy 
az el őt, vagy pedig a másodikat használjuk, amiként p > 11 
vagy pedig p<v, miután ilyen módon az A t e őt minden 
esetben a legmagasabb hatványban nyerjük. 
1-ő Példa. Legyen 
a1 b1 Ci di 
b2 C2 d2 A= a2 
fl3 ba C3 da 
a4 b4 C4 d4 
akkor, ha rövidség kedvéért 
stb. ennek együthatóját A-ban pedig 
vel jelöljük, akkor 
1 
ca da /=(a1 b2)'-c4 d4 
(a1b2) (a1c2) (a1d2) (b1c2) (b1d2) (c1d2) (a1b3) (a1c3) (a1d3) (b1ca) (b1da) (c1da) 
A _ (a1b4) (a1c4) (a1d4) (b1c4) (h1d4) (c1d4) 2 - (a2b3) (a2c3) (a2d3) (b2ca) (b2da) (c2da) 
(a2b4) (a2c4) (a2d4) (b2c4) (b2d4) (c2rl4) 
(riab4) (a3c4) (a3d4) (bac4) (bad4) (cad4) 





18 HUNYADY JENÖ. 
\ 
(a1b2)' (a1c2)' (r1d2)' (b1c2)' (b1d2)' (c1d2)', 
(a1b3)' (a1ca)' (rt1rla)' (b1:a)' (b1da)' (c1da)' i 
A' = (a1b,i.)' (a1c4)' (a1d4)' (b1c.S (b1d4)' (c1d,i)'l 
2 (a2b3)' (aac2)' (r2da)' (b2ca)' (b2da)' (c2rla)' 
1 (r12b4)1 (a2c4)' (a2d4)' (b2c4)' (b2d4)' (c2d4)' 
1 ( a3i\)' (a3c4)' ( a3d4)' (bac.i)' (bad4)1 ( cad4)'1 
ezen esetben tehát n=4, m=n-m=2, ,u=6, v=3. 
Ha Arben a 2. 4. és 6. sort a A'2 1. 3. és 5. sorftval pó-toljuk, úgy miután e%en e etben p=3 és 1=3, tehát a, (21) 
alati egyenletet fogjuk alkalmazni, mely szerint taWjuk, hog ·: 
1 (a1b2.)' (rz1c2)' (rz1d2)' (h1c2)' (b1d2)1 (c1d2)1 1 
J (a1b4)' (n1c.i)' (ri1174)' (b1c4)' (b1d4)' (c1r74)' 
D OIG 1 (azU4)' (a2C,i)' (rtzrl4)' (b2C4)' (b2d4)1 (c2d4)' 1 
a,.= (a1b2) (ci1c2) (a1d2) (b1c2) (b1d2) (c1d2) 
(a1b4) (r11c4) (a1rl4) (b1c4) (b1rl4) (c1d4) 
a hol: 
: (a2b4) (a2c4) (a2d4) (b2c4) (b2d4) (c2d4) ) 
e12 eu e16 
eza C34 eaG 
e12 = (a1b2)(a1 ba) + (a1 c2)(a1 ca) + (a1d2)(n1da)+ (b1 c2)(b1da) 
+ (b1 d2)(b1 da)+ ( C1 d2)( C1 da) 
eu = (a1b2)(a2ba) + (a1 c2)( rz2ca) + (a1d2)(a2da) + (h1 c2)(1'2ca) 
+ (b1 d2)(b2da) + ( C1 d2)( c2da) 
e1G = (a1b2)(aab4) + (a1 c2)(aac4) + (aid2)(a8d4) + (h1c2)(bac4) + (b1rl2)(bad4) + ( C1d2)( C3d4) 
eza = (a1ba)(a1b4) + (a1 ca)(a1 c4) + ( rt1da)(rt1rl1) + (h1 ca)(lJirl4) 
+ (b1da)(b1d4) + ( c1da)(c1d4) 
ea4 = (a1b4)(a27Ja) + (a1 c4)(a2ca) + (a1d4)(a2da) + (h1 c4)(h2'la) 
+ ( c1 d4)(b2da) + ( C1 d4)( c2da) 
eaG = (a1 b4)(aab4) + (a1 c4)(aax4) + (a1d4)(aa•l 4) + (b1c4)(bac2) 
+ (b1 d4)(bad4) + ( C1r]4)( cad4) 
~=~~~~ ~~~~ ~~~~ ~~~~ 
+ (b1 da)(b2d4) + ( C1 da)( c2d4) 
e45 = ( a2ba)( a2b4) + ( a2ca)( a2c4) + ( a2da)( a2d4) + (b2ca)( /12c4) 
+ ( b2da)(b2d4) + ( c2da)( C2d4) 
e56 = (a2b4)(a3b4) + (a2c4)(aac4) + (a2d4)(a2rl4) + (b2c4)(úac4) 
+ (b2d4)(bad4) + (r2c74)( C3rl 4) 
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2-dik példa. Ha peclig .A2-ben a 3. és 5. sort A' 2 1. és 4. 
sorúval pótoljuk, akkor mivel p=2 és 11=3, a (13) alati egyen-
letnél fogva találjuk, hogy: 
a hol: 
1
, (a1b2)' (a1c2)' (ct1d2)' (b1c2)' {b1d2)' (c1cl2)' 
( a2ba)' (a 2c3)' (a2d3)' (b2ca)' (b2cla)' ( c2d3)' 
(a1b2) (a1c2) (a1d2) (b1c2) (b1d2) (c1d2)i 
(a1ba) (a1ca) (a1da) (b1ca) (b1da) (c1da) 
(a 2ba) (a 2ca) ( ct2'Za) (b2ca) (bd,a) ( c2da) 
(aab4) (aac4) (aad4) (bac4) (bad4) (cad4) 
=A. é1a é15 \ 
1 é34 é45 1 
é13 = (n1b2)'(a1b4)' + (a1 c2)'(a1 c4)' + (rr1d2)'(a1d 4)' + (b1c2)'(b1 c4)' + (b1 d2)'(b1 d4)' + ( C1d 2)'( C1 cl4)' 
<15 = (a1b2)'(a2b4)' + (rt1c2)'(a1 c4)' + (a1rl4)'(a2d.i)' + (b1 c2)'(b2cJ)1 + (b1d2)'(b2d,i} + (c1d2)'(c2(l4)' 
<a1 = (a1b4)'(a2ba)' + (a1c4)'(a2ca)' + (a1d .. )'(n2da)' + (b1 C4)'(b2ca) + (b1 d4)'( b2cla)' + ( C1 d4)' (e 2d aY 
045 = ( et2b8)'(a2b4)' + (a2c3)'(a2c4)' + (cr2cls)'(a2d4)' + (b2ca)'(b2c4) + (b2c7 a)' (b2cl4)' + ( C9d3)' ( C9d4)' 
8. Ha tovább.1 i:'A„,-ben az el ő p sort i:.A'„_,„ el ő p 
sorival pótoljuk, akkor az a (18) alati jelölés tel e ~;~::: 
lesz, úgy, hogy : 
rr1 rr2. · · · · · · ·Yrµ 
y91 y92 •.••.•• y9µ 
„. (24) Dik.. • pfg.„ = 
Cul Cu2 ~ • · • • • • Cuµ 
Cv t Co2 • . • • • • • Cvµ 
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Cft Cf2 • • • • • • Cft 
CgJ C92, . , •• , Cgft 
C.-1 Cr2 • • • • • • Crµ 
Csl Cs2 • • • • • • •Csµ 
akkor a sokszorozás eredménye, a (19) és (20) alati egyenlete-
ket tekintetbe véve ez lesz : 
A o. „ „0 o„ . „ o A. „ •. o o„. „. 
Dik . ._ 
E pfg .. Ám= eru egu • • . . eru esu • 
ero egv. • . • erv esv •••.• 
e,., esu •••• 
= Ar. erv eso .. 
a honnét miután A,.=A", még következik, hogy: 
eru esu .••• 
Dik.•· e,. eso • • • • (25) pfg. • · =e. A1'-v 
mely egyenletet a (21) alatival összehasonlítva, a vet e ő 
megjegyzésre méltó egyenletet találjuk: 
D'k··= A.Dfo .. pfg.. pik ..••••• (26). 
melyben éé'=A tétetet és így A. vagy a positiv, vagy pedig a 
negativ egységet jelenti, a miként az fg .. rs .•. és ilc ••. uv .. 
permutátiók vagy ugyanazon, vagy pedig l ő osztályba 
tartoznak. Továbbá még e e e dő, hogy a (26) alati 
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egy enlet a (8}alati egyenletet, mint speciális esetet magában 
foglalja. 
9. Ha a {17) alati determinánst a (24) alatival sokszo-
rozzuk, akkor a vet e ő egyenletet ·nyerjük: 
D•k .. n•k . .
l/g„ pik .. = 
Yi1 y;2 ••• y;µ 
Ykt Yk2 •• ·Ykf' 
Crt Cr2 • • • Crµ 
Cst Cs2 • •• C,µ 
rr1 rr2· · ·Yrµ 
y y1 yy2 • • ·Yyµ 
Cul Cu2. • • Cuµ 
Cv1 Cv2. , • Cvµ 
vagy ha a kijelölt t te et végrehajtjuk és a (19), (20) alati 
egyenleteket tekintetbe vesszük, akkor még továbbá: 
t;r E;9., ••• O 0 .• , 
Ek[ likg• . , .• Ü Ü 
Dfg„. D ik„.= 
Pik . .' pfg„. 0 Ü •••. Bru Brv • • • 
0 0 .. esu e •.•. 
és így végre a vet e ő nevezete!l egyenletet nyerjük: 
eru erv ••.• 
Dfg„. Dik„. - Bsu 
p•k„.' pfg .. - esv •••• Egk' • •' „. (27) 
a el ől még a {26) alati egyenlet t ekintetbe vétele után ezt 
nyerjük: 
eru erv .• 
(
fl(Y·. ')2 (Dik. „)2= }., Bsu p tk„. = pfg„. • e,o .. Ef; Efk, • E9; Eyk, • „. {28) 
és ha végre e en egyenlet, vagy a {21) alati, vagy pedig a {23) 
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alati egyenletel elosztjuk, akkor a vet e ő egyenleteket 
nyerjük: 
é[i 
Dfg .. = é Av-1•. i;9, p•k . . 
é/'k •• • 1 
égk •••• 
1:' 
eru e,.v .. f 
esv .•. ' 1 
1 
mely egyenletek a (23) alati és (21) alati egyenletekkel 
azonosak. 
10. Az 5. számban kifejtet átalánosabb vizsgálatokat a 
(6) számban megkezdet vizsgúJatokra is kite1jeszthetjük, mely 
vizsgálatokkal ezen értekezést befejezzük. 
Válaszunk ki az A„, e d e ől p sort a A'„-111 rend-
e ől pedig q sort, legyenek ezek az el ő rendszer f, g .. és 
a második rendszer 1·, s, .. sorai, (az j, g .. és r, s, .. számok 
egészen tet őle e e , úgy, hogy e két szám orban egy, vagy 
több pftr e e lő is lehet, mint p. lehetne 1· f stb.), továbbá. 
legyenek p és q a vet e ő megszorításnak alávetve: 
p+q<1-1, 
akkor nyerünk egy kevert conjugált rendszert, mely a e ele-
meknek p sorát és a r elemeknek q sorát tartalmazza, a rend-
szer oszlopainak száma pedig ,u, azért tehát az elő  feltétel-
nél fogva ezen e d e ől: 
p + q-dik fokú determinánst képezhetünk, melyek közül egynek 
az értékét most meghatáTOzzuk. 
Legyen 
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Yr1 Yr2 • · • • • · /'r,fl 
Y s1 Ys2 •. • · • • /'.\U 
LÍ= .. (29) cri C/2• •••• · • C ,u. 
Cg1 Cg2 ••••••• Cgµ 
n,kkor a L1 p + q-dik fokú determinánst még n, vet e ő ,11-dik 
fokú determináns a,lakjában írhatjuk: 
LÍ= 
Yrl{'r2··Yrq {'rqtl••·Yr11tq Yr1>fqt1•••Y1p 
í'sl Ys2• • •/'sq Y sqf-1• • •Y.<1>tq '}'sptqtl• ••/'sµ 
Cfl C{'2 ••• Cfq C(qtl · •. Cfp+q Cfptqt 1 ••• crµ 
Cyt C92. • • Cgq Cgq+l ••• Cgp+q C9ptq+1 • • • • gµ. 
0 0 .. 0 0 ... 0 1 0 ... 
0 0„ . 0 0 ... 0 0 1. .. o
.. (30) 
Válasszuk ki továbbá az 1 2 .. µ számsorból az 1·, s .. 
S7.Ím1okat a t a,levő ,u-q szítm p edig legyen i, k . , akkor e 
aht vn.gy a positiv vagy pedig a, negativ  egységet értve, :t mi-
k ént az r, s, .. i, k:, .. permutátió az 1, 2. . f' permutálióval 
u gyanazon, vagy pedig l ő osztályba tartozik. 
e A"' 
CrJ C„2 ••• Crq Crq+l •• • C1·p+q Crp+q+ 1 • • • Cr,u 
Cs1 Cs2 • • • Csq Csqtl • • • C.,11+q Csp+q+ 1 • • • Cs,u 
1 C;i Ci2• • .C;q Ciqtl , .Ci11+q Ci11tq+1 ••• C;µ 
Ct.i Ck2 · •• Ckq Ckq+l • • • CA·11+11 Ckp+q+l • • • CAp 
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Ha most a (30) alati determinánst az előtt  l vőve  




e Av. LÍ = 
0„„0 
A. „.o 0 0 0„ .0 0 o .. 0 
Bgk • • • •••• 
Crpfqfl Cspfqt l • • • • C;pfqt 1 Ckpf7>fl 
Crpfqf2 Cspfqt2• • • ,C;ptqt2 Ck!'fqf2 • • · • · 
er; erk •.•.• 
e9; e9k ••••••• 
Ciptqt 1 Ckptqtl • • • • • • • 
Cipt1+ 2 Ckptqt2 
vagy ha még az utolsó µ-q-clik fokú determinánsnak utolsó 
,u-q-p sorát rendszerint cr1,+9+1, Cfrtq+2, stb. sokszorozzuk 
és az el ő sorból kivonjuk, azután ugyanazon sorokat c9p+q+1, 
c91,+q+ 2-vel stb. sokszorozzuk és a második sorból kivonjuk és így tovább, akkor miután a (20) alati egyenletnél fogva 
e,.y - [ Ca·71fqtl Cy11tqfl +, . , · C:rft Cy1u] = 
= Cx, Cg,+••. +cxpfp Cyptq = e'xy •, .(31) 
az elő  e e let ől végre találjuk, hogy: 
LÍ= EÁ"-"· 
, , e fi e fk , , e é e gk 
Cipfqt 1 Ck71 Htl • • • • • • 
Cipfqt 2 Ck71tqt:t • • • • • · 
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11. Ha az 1, 2, .. f' számsorból tet őle e e  kiválasz-
tot p számot f, g-vel, j elölünk a t alevő ,u-p számot pedig 
11, v, • . akkor ha a vet e ő determinánst: 
Cf, Cf, ••. Cfq Cfq+l • • • Cfp +q Cf p tq+ l .•. crµ. 
Cg, Cg,. • • Cgq Cgq+l • • • CgJltq Cgptq+l • • • C u 
Yr, Yr, • • /'rq /'rqtl • • ,frptq (rp+q+l • • • (rµ 









a vet e ővel sokszorozzuk : 
i' A'"-"'= 
rr1 rr2 · · · · /fp+q • • • • rrµ. 
ygl /'g2 •••• {gp-?q •.• fg,u. 
{ul {u2• • • fup+q • • •{uµ. 
/rl /•2• • • Yrptq • • •{vµ. 
0 
0 
és a (19) és (22) alati egyenleteket tekintetbe vesszük, a sok-
szorozás eredménye a vet e ő lesz : 
A 
0 
0 „ 0. „ 0 
A .„0„. 0 
Erg. • . • E,.. 





Yfptq+ l ygptqtl • • • • · • • /uptqtl Y•P+9+1 · · • 
{fptq+ 2 ygptq + 2 • • • • • • • Yrptq+2 Y sp tq+2 · • · 
M. TUD. AK, ÉRT. A l!ATH, TUD. KÖRÉBŐL , ] 880. VII. K, 19. SZ, 2** 
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'( l)Pq A A' - AI' f, - LI '1-m- • 
Yu11tqt1 Y•Ptq+2 
y„1!+q+2 y.„+q+2 
vagy ha még az utolsó µ-p-dik fokú determinánst úgy alakít-
juk át, hogy abban az utolsó ft-p-q sort Yrv+q+1, Yrpfq+1 stb. 
sokszorozzuk és az el ő sorból kivonjuk, azután ugyanazon 
utolsó sorokat Y•i>tH 1, YwH+2, stb. sokszorozzuk és a máso-
dikból kivonjuk és így tovább, végre még tekintetbe vesszük, 
hogy a (22) alati egyenletnél fogva: 
Exy - [ Cxpfqfl Cyp+q+J + ... + Cxµ, Cyµ,] = 
= CxtCya + C„2 Cy2 + ... + Cxp+q Cyp +q = e' :ry 
akkor az elő  e e let ől a vet e őt nyerjük: 
f.'ru é' ru 
é' Stt é' SV 
d =(-l)rq. e' AP+v-µ, 
Yup+q+l Yvp+q+l 
' . .. (33) 
Yu1>fq+2 Yvp+qf2 
a hol még meg kel jegyeznünk, hogy e' alat a positiv, vagy 
uegativ egységet értjük, amint az f g . . . uv .. és 1 2 ... µ
permutátiók vagy ugyanazon, vagy pedig l ő osztályba 
tartoznak. 
Czélunknak e elelőle , majd a (32) alati , majd 
pedig a (33) alati egyenletet fogjuk d meghatározásánál 
2-lkalmazni. · 
TÉTELEK A DETERMINÁNSOKRÓL. 27 
Ha az elő  számban e1ő d l  felvételel elenben 
p+q>µ 
akkor az ezen esetben lehetséges 
~1- l  1fokú determinánsok olyanok lesznek, hogy azok ér-
tékei a 7. számban elő d l  (21) és (23) alati egyenletek 
segitségével meghatározhatók. 




Eddig külön megjelent . 
É R  T E ·K E Z É S E l{ 
a mathematikai tudományok ől. 
E 1 s ö kötet. 
I. Szily Kálmán. A mechanikai hi-elmélet egyenJe+eine'k általános 
10 kr. 
polárok. A viszonyos polárok elve 
20 kr. 
alakjáról. Székfoglaló . 
I. Hunya.dy Je ő. A pólus és a 
III. Vész János A. Biztositási kölcsön (új életbiztoMitási nem) . 20 kr. 
l V. Kruspér István. A Schwerdt-féle Comparator módosítot alkalmazása 
10 kr. 
V. Vész János A. Legrövidebb távolok a körkúpon. Székfoglaló. 10 kr. 
VI. T ó t  h .Ágoston. Az európai nemzetközi fokmérés és a körébe tartozó 
goedaetai munkálatok 20 kr. 
VII. Kruspér István. A párisi meter-prototyp . 10 kr. 
VIII. K ön í g Gyula. Az eliptíb.i függvények alkalmazásáról a magasabb 
foku egyenletek elméletére . 20 kr. 
IX. M u r ma n  n Ágost. Európa bólygó elemei, annak tiz ·els/5 észlelt szem-
benálása szerint . 20 kr. 
X. S z i 1 v Kálmán. A Hamilton-féle elv és a mechanikai hl-elmélet máso· 
dik  tétele . . . . . 10 kr. 
XL T  6 t h Ágoston. A földképkészités jelen álása, a mint az képvirelve 
volt az antwerpeni kiálitáson. Két táblával . 20 kr. 
Második kötet. 
1. M u r ma n n Ágost. Freia bolygó feleti értekezés • 110 kr. Il. Kruspér István. A comparatorokról . . • 10 kr. 
III. K r u s p é r István. A vonásos hosszm 6rtékek összehasonlítása folya-
dékban . . . . • . . • 10 kr. 
IV. Feszt V, A közlekedési müvek és vonalok • 20 kr. 
V. M u r ma n ·A. Az 1861. nagy üstökös pályájának meghatározása 20 kr. 
VI. K r  u s p ér J. A párisi levéltári méter-rúd • 10 kr. 
Harmadik kötet. 
1. Vész János Ármin. Adalék a visszafutó sorok elmélet.éhez. . 10 kr. 
I. K o n k o 1 y Miklós. Az ó-gyalai csilagda leírása s abban történt nap· 
foltok észlelése néhány spectroscopieus észlelés töredékeivel. 1872. és 
1873. Három táblával. . • . . . 40 kr. 
il. Kondor Gusztáv. Emlékbeszécl Herschel János k. tag fölöt . 10 kr. IV. B. Eötvös Loránd. A rezgések intenzitau., tekintetel a rezgés. 
forr:í.mak és az észlel5nek mozgására . . l l• kr. 
V. Rét h,y 11I ó r. A Díffractio elméletéhez . . 12 kr. 
VI. Martin Lajos. Az e ő ta  csavarfelületek. - .A vízszintes S7.él-
kerék elmélete. Két értekezés . • • . . . • .  1 frt 
VII. Réthy Mór. A kerületre redukálható el let-e le~e  elméletéhez 
15 kr. 
VIII. G a 1 g ó ez y Károly. Emlékbeszéd Válas Antal k. tag felet. 1 O kr. 
Negyedik kötet. 
I. S eh u 1 h  o f Lipót. Az 1870. IV. sz. Üstökös definitív pályaszámitása 
10 kr. 
II. S eh u 1hofLipót.Az1871.Il.sz.'Ö"stökös definit1v pályaszámitása.10 kr. 
III. Szí 1 y Kálmán. A  elmélet második fl1étele, levezetve az el őMl 
10 kr 





V. K o n k  o 1 y Miklós. Napfoltok megfigyelése az 6-gyalai csilagdábHn 
40 kr. 
VI. Huny ad i Jenö. A. kúpszeleten fekvl hat pont feltételi egyenletének 
l ő alakjairól . 20 kr. 
VII. Réthy Mói:. A. három méretü homogén, tér (u. n. nem euklidikus) siktan. 
· trigonometriája. 20 kr. 
VIII. Réthy Mór. A propeler és peripeler felületek elméletéhez. RO kr. 
IX. Fest Vilmos. Temesi Reiter Ferencz emléke l O kr 
Ötödik kötet. 
I. Kondor Gusztáv. Emlékbeszéd Nagy Károly r. tag felet: • 10 kr. 
II. Kenessey Albert. Adatok folyóink vizrajzi ismeretéhez . 20 kr. 
III. Dr. Hoitsy Pá 1. Csilag-észlelés a kelet-nyu.got vonalban (egy szám-
táblával.) 30 kr. 
IV. Huny ad y J enl. A kúpszeleten e vő hat pont feltételi egyenletének 
l ő alakjairól. (Folytatás a IV. kötetben ugyane czim alat meg-
jelent értekezésnek.) • l 0 kr. 
V. Huny ad y Je ő. Apolonius feladata a gömbfelületen . 10 kr. 
VI. Dr. Gruber Lajos. 2411 Cassiopeiae ketls csilag mozgásáról . 10 kr. 
VII. Martin Lajos. A változtatási hánylat alkalmazása a propeler-fölület 
egyenletének lefejtésére. 20 kr. 
III.~ l  Mikló! A teljesholdfogyatkozás1877. fehruár27-én és 
az 1877. (Boreli) I. si,.ámu üstökös színképének megfigyelése az ó-gyalai 
csilagdán. . 10 kr. 
IX. K o n  k  o 1 y Miklós. A napfoltok s a nap felületének kinézése 1876-ban 
(három képtáblával.) · 40 kr. 
X. Konkoly Miklós. 160 áló csilag színképe. Megfigyeltetet az 
6-gyalai <'.silagdán 1876-ban 20 kr. 
Hatodik kötet. 
I. K o n k  o 1 y Miklós. Huló csilagok megfigyelése a magyar korona 
területén. I. rész. 1871-1873. Ára . 20 kr. 
II. Konkoly Miklós. Huló csilagok megfigyelése a magyar korona 
területén. II. rész. 1874-1876. Ára . . . . . . . . 20 kr. 
III. A.z 1874. V. (Borely-féle) t  definitiv pályaszámitása. Közlik dr. 
Gruber L aj o s és K u r l i. n de r Ignácz kir. observatorok. 10 kr. 
IV. Schenzl Guido. Lehajlás meghatározások Budapesten és Magyar-
ország délkeleti részében. 20 kr. 
V. Gruber Lajos. A. november-havi hulócsilagokról . 20 kr. 
VI. Konkoly Miklós. Huló csilagok megfigyelése a magyar korona terü-
letén 1877-ik évben. III. Rész. Ára . . . . . . . . 20 kr. 
VII. K  o  n  k  o l  y M i  k  1 6 s. A. napfoltok és a napfelületének kinézése 
1877-ben. Ára 20 kr. 
VIII. Konkoly Mik ló s. Mercur átvonulása a nap ellt. Megfigyeltetet az 
6-gyalai csilagdán 1878. május 6-án 10 kr. 
Hetedik kötet. 
I. K  o n k  o 1 y Miklós. Mars felületének megfigyelése az 6-gyalai csilag-
dán az 1877-iki oppositió után. Egy táblával. . 10 kr. 
II. K  o n k  o 1 y Mik 16 s. Al6 csilagok színképének mappirozása. 10 kr. 
III. K  o n  k  o ly Mik l ó s. Hulócsilagok megfigyelése a magyar korona 
területén 1878-ban. IV. rész. Ára 10 kr. 
IV. Konkoly Mik ló R. A nap felületének megfigyelése 1 - ~  az 
6-gyalai csi!lHg<lán. l O kr. 
VI. Huny ad y Je ő. A. Möbius-féle kritériumokról a kúpszeletek elmé-
letében . 1 O kr. 
VU. Konkoly Mik 16 s. Spectroscopicus megfigyelések az 6-gyal!ai c•il· 
Jagvizsgálón 10 kr. 
VIII. Dr. Wein e k Lás z 1 ó. Az instrumentális ftínyhajlás szerepe egy 
Vénus-átvonulás photographiai felvételénél 20 kr. 
Budapest, 1880. Az A t h e  n a e u m r. társ. köayvnyomd:\ja. 
